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Анотацiї

Блотницький М.В. Побудова базисiв вiльних алгебр Лi та їх за-

стосування для однорiдної апроксимацiї нелiнiйних керованих

систем.

Дипломну роботу присвячено дослiдженню нелiнiйної системи з керува-

нням без зсуву.

У роботi розглянуто отримання формули Вiтта для розмiрностi вiль-

ної алгебри Лi, метод побудови базису в таких алгебрах i запропоновано

використання цьогьо алгоритму в задачi однорiдної апроксимацiї.

Ключовi слова: нелiнiйнi керованi системи без зсуву, базис Холла, одно-

рiдна апроксимацiя, алгоритм побудови апроксимуючої системи.

Blotnytskyi M.V. Construction of bases of free Lie algebras and

their application for homogeneous approximation of nonlinear

control systems.

The diploma thesis deals with the study of nonlinear driftless control sys-

tems.

The work presents the derivation of the Witt’s formula for the dimension of

a free Lie algebra and a method for constructing a basis in these algebras. The

work also proposes the use of this algorithm in the problem of homogeneous

approximation.

Keywords: nonlinear driftless control systems, Hall basis, homogeneous

approximation, algorithm for constructing an approximating system.
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Вступ

В роботi розглядається система з керуванням без зсуву, яка є лiнiйною

за керуванням, але не є лiнiйною за координатою.

В теорiї таких систем важливу роль вiдiграють вiльнi алгебри Лi та

алгебри Лi векторних полiв, тому їх алгебраїчнi властивостi можуть бути

використанi для дослiдження керованостi, а також для побудови однорiдної

апроксимацiї керованих систем без зсуву.

Робота роздiлена на три роздiли. В першому роздiлi розглядаються дуж-

ки Лi векторних полiв системи без зсуву i їхнiй зв’язок з керованiстю такої

системи. В другому роздiлi визначається вiльна алгебра Лi, виводиться

формула Вiтта для розмiрностi такої алгебри i наводиться її приклад. В

третьому роздiлi розглядається поняття базису Холла вiльної алгебри Лi,

наводиться алгоритм побудови такого базису i його застосування в задачi

однорiдної апроксимацiї.
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Роздiл 1

Алгебра Лi векторних полiв для

керованої системи без зсуву

Розглянемо систему з керуванням без зсуву

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖,

де кожний 𝑋𝑖(𝑥) це векторне поле. Також вважаємо що множина допусти-

мих керувань 𝐵 мiстить деякий вiдкритий окiл нуля.

В роботi [10] запропоновано означення розподiлу множини векторних

полiв 𝑋𝑖(𝑥). Зафiксуємо деяку точку простору 𝑞. Векторнi поля 𝑋𝑖(𝑞) в цiй

точцi утворюють систему векторiв, а множина їхнiх лiнiйних комбiнацiй

утворює пiдпростiр, розмiрнiсть якого дорiвнює кiлькостi лiнiйно незале-

жних серед векторiв 𝑋𝑖(𝑞).

Означення 1.1. Розподiлом набору векторних полiв {𝑋𝑖}𝑚𝑖=1 називають

сукупнiсть таких пiдпросторiв для кожної точки 𝑞. Його позначають

Δ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑚}.

Тепер розглянемо систему лише з двома векторними полями

�̇� = 𝑓(𝑥)𝑢1 + 𝑔(𝑥)𝑢2
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i керуванням на вiдрiзку [0, 4Δ𝑡] вигляду

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1, 0), 𝑡 ∈ [0,Δ𝑡)

(0, 1), 𝑡 ∈ [Δ𝑡, 2Δ𝑡)

(−1, 0), 𝑡 ∈ [2Δ𝑡, 3Δ𝑡)

(0,−1), 𝑡 ∈ [3Δ𝑡, 4Δ𝑡]

Нехай на деякому вiдрiзку �̇� = 𝑋(𝑥). Якщо взяти похiдну i пiдставити

у вираз початкове рiвняння, отримаємо

�̈� =
𝑑𝑋

𝑑𝑡
=

𝜕𝑋

𝜕𝑥
�̇� =

𝜕𝑋

𝜕𝑥
𝑋(𝑥)

Скористаємося цим виразом щоб з’ясувати як впливає рух пiд дiєю да-

ного керування на положення системи. Випишемо розкладання координати

в ряд Тейлора.

𝑥(Δ𝑡) = 𝑥(0) + Δ𝑡�̇�(0) +
1

2
(Δ𝑡)2�̈�(0) + · · · =

= 𝑥(0) + Δ𝑡𝑓(𝑥(0)) +
1

2
(Δ𝑡)2

𝜕𝑓

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥(0)

𝑓(𝑥(0)) + . . .

Проведемо таку саме операцiю з трьома iншими вiдрiзками

𝑥(2Δ𝑡) = 𝑥(Δ𝑡) + Δ𝑡𝑔(𝑥(Δ𝑡)) +
1

2
(Δ𝑡)2

𝜕𝑔

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥(Δ𝑡)

𝑔(𝑥(Δ𝑡)) + . . .

𝑥(3Δ𝑡) = 𝑥(2Δ𝑡)−Δ𝑡𝑓(𝑥(2Δ𝑡)) +
1

2
(Δ𝑡)2

𝜕𝑓

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥(2Δ𝑡)

𝑓(𝑥(2Δ𝑡)) + . . .

𝑥(4Δ𝑡) = 𝑥(3Δ𝑡)−Δ𝑡𝑔(𝑥(3Δ𝑡)) +
1

2
(Δ𝑡)2

𝜕𝑔

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥(3Δ𝑡)

𝑔(𝑥(3Δ𝑡)) + . . .

Послiдовно пiдставляючи вирази один в iнший, отримуємо:

𝑥(4Δ𝑡) = 𝑥(0) + (Δ𝑡)2
(︀𝜕𝑔
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥(0)

𝑓(𝑥(0))− 𝜕𝑓

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥(0)

𝑔(𝑥(0))
)︀
+ . . .
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Звiдси маємо

lim
Δ𝑡→0

𝑥(4Δ𝑡)− 𝑥(0)

(Δ𝑡)2
=

(︀𝜕𝑔
𝜕𝑥

𝑓 − 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑔
)︀

Ми показали, що окрiм пересування вздовж векторних полiв 𝑓 i 𝑔, за

допомогою наведеного керування систему можна зсунути вздовж вектор-

ного поля
𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝑓 − 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑔. Також можна помiтити що такий вираз задовольняє

властивостям дужки Лi:

1. [𝑓, 𝑓 ] = 0

2. [𝑓, 𝑔] = −[𝑔, 𝑓 ]

3.
[︀
[𝑓, 𝑔], ℎ

]︀
+
[︀
[𝑔, ℎ], 𝑓

]︀
+
[︀
[ℎ, 𝑓 ], 𝑔

]︀
= 0

Означення 1.2. Дужкою Лi векторних полiв 𝑓 та 𝑔 називають насту-

пний вираз:

[𝑓, 𝑔] =
𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝑓 − 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑔 = 𝑔′𝑓 − 𝑓 ′𝑔 = 𝑓 ∘ 𝑔 − 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑓𝑔 − 𝑔𝑓

Означення 1.3. Розподiл набору векторних полiв

Δ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑚}

називають iнволютивним, якщо дужки Лi його векторних полiв можна

отримати лiнiйною комбiнацiєю цих векторних полiв.

∀𝑋𝑖, 𝑋𝑗 ∃{𝐶𝑖}𝑚𝑖=1 ∈ R : [𝑋𝑖, 𝑋𝑗] =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑋𝑖

Також у роботi [10] наведено двi наступнi теореми, якi пов’язують лiнiй-

ну незалежнiсть дужок Лi та керованiсть:

Теорема 1.4. (Фробенiус) Система є iнволютивною тодi i тiльки тодi,

коли вона є повнiстю iнтегровною.
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Тобто в цьому випадку обмеження, задане системою, можна переписа-

ти без похiдних. Таке обмеження розшаровуватиме простiр на поверхнi,

«вивести» точку з кожної з цих поверхонь неможливо.

Теорема 1.5. (Чжоу, Рашевський) Система є локально керованою за

маленький час в точцi 𝑥 тодi i тiльки тодi, коли розмiрнiсть алгебри Лi

векторних полiв, породжених векторними полями системи в цiй точцi, до-

рiвнює розмiрностi простору

𝑑𝑖𝑚(𝐿𝑥(Δ)) = 𝑛

Локальна керованiсть в точцi 𝑥 за маленький час означає, що для буд-

якого промiжку часу iснує окiл точки 𝑥, з будь-якої точки якого можна

потрапити в 𝑥 за цей час.



Роздiл 2

Вiльнi алгебри i формула для їхнiх

розмiрностей

В процесi розгляду алгебр Лi векторних полiв є важливим пов’язане з

ними поняття вiльної алгебри Лi.

2.1. Означення i отримання формули

Нехай ℱ - вiльна асоцiативна алгебра слiв з лiтер скiнченного алфавiту

𝐴 = {𝜂1, 𝜂2, ..., 𝜂𝑚} i лiнiйних комбiнацiй таких слiв. Очевидно, ця алгебра

є прямою сумою пiдпросторiв лiнiйних комбiнацiй слiв довжини 𝑘, якi ми

позначатимемо ℱ𝑘. Розмiрнiсть кожного такого пiдпростору 𝑑𝑖𝑚(ℱ𝑘) =

𝑚𝑘. Також нехай операцiя дужок Лi вiд елементiв алгебри 𝑎 i 𝑏 визначена

як [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎. Тодi пiдмножина алгебри ℱ , породжена дiєю дужок

Лi на алфавiтi {𝜂1, 𝜂2, ..., 𝜂𝑚} та iнших елементах цiєї множини утворюють

вiльну алгебру Лi 𝐿, яку розглянуто в роботах [1–3]. Визначимо поняття

порядку елемента Лi. Нехай всi елементи алфавiту матимуть порядок 1,

а порядок елементiв, отриманих як дужка вiд двох iнших дорiвнюватиме

сумi порядкiв цих елементiв.

Таку алгебру також можна розбити в пряму суму пiдпросторiв лiнiйних

комбiнацiй елементiв порядку 𝑘, але знайти розмiрностi таких пiдпросторiв

вже дещо складнiше. Окрiм примiтивних лiнiйних залежностей на кшталт[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑐

]︀
=
[︀
𝑐, [𝑏, 𝑎]

]︀
, породжених антикомутативнiстю, серед елементiв ал-

гебри зустрiчаються досить нетривiальнi залежностi, якi є наслiдком тото-

9
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жностi Якобi. Наприклад такi:

[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, [𝑎, 𝑏]

]︁
=

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑏

]︂
−
[︂[︁[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑏
]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂
.

Виведемо формулу Вiтта для розмiрностi пiдпросторiв елементiв алге-

бри Лi порядку 𝑘 з теореми Пуанкаре-Бiркгофа-Вiтта [6].

Теорема 2.1. (Пуанкаре, Бiркгоф, Вiтт) Нехай {𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, ...} - деякий

впорядкований базис 𝐿, причому якщо порядок елемента 𝑙𝑚 менше поряд-

ку елемента 𝑙𝑛, то 𝑚 < 𝑛. Тодi скiнченнi добутки елементiв 𝑙𝑖, такi що

послiдовностi номерiв цих елементiв в базисi є неспадними, утворюють ба-

зис у вiльнiй асоцiативнiй алгебрi ℱ .

ℱ = 𝐿𝑖𝑛{ 𝑙𝑖1𝑙𝑖2...𝑙𝑖𝑟 | 𝑖1 ≤ 𝑖2 ≤ ... ≤ 𝑖𝑟}

З теореми Пуанкаре-Бiркгофа-Вiтта маємо:

ℱ𝑘 = 𝐿𝑖𝑛{ 𝑙𝑖1𝑙𝑖2...𝑙𝑖𝑟 | 𝑖1 ≤ 𝑖2 ≤ ... ≤ 𝑖𝑟, 𝑝1 + 2𝑝2 + ...+ 𝑘𝑝𝑘 = 𝑘},

де 𝑝𝑗 - кiлькiсть елементiв 𝑙𝑖 порядку 𝑗.

Тодi виконується рiвнiсть для розмiрностей:

𝑑𝑖𝑚(ℱ𝑘) = 𝑑𝑖𝑚(𝐿𝑖𝑛{ 𝑙𝑖1𝑙𝑖2...𝑙𝑖𝑟 | 𝑖1 ≤ 𝑖2 ≤ ... ≤ 𝑖𝑟, 𝑝1 + 2𝑝2 + ...+ 𝑘𝑝𝑘 = 𝑘})

Оскiльки кiлькiсть послiдовностей базисних елементiв 𝑙𝑖 з неспадаючи-

ми iндексами довжини 𝑝𝑗 порядку 𝑗 дорiвнює

(︂
𝑝𝑗 + 𝑠𝑗 − 1

𝑝𝑗

)︂
, рiвнiсть пе-

реписується наступним чином:

𝑚𝑘 =
∑︁

𝑝1+2𝑝2+...+𝑘𝑝𝑘=𝑘

𝑘∏︁
𝑗=1

(︂
𝑝𝑗 + 𝑠𝑗 − 1

𝑝𝑗

)︂
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При 𝑘 = 1, 2, 3... лiва i права частини рiвняння утворюють послiдовно-

стi. Застосуємо для них породжувальну функцiю:

∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘𝑚𝑘 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘
∑︁

𝑝1+2𝑝2+...+𝑘𝑝𝑘=𝑘

𝑘∏︁
𝑗=1

(︂
𝑝𝑗 + 𝑠𝑗 − 1

𝑝𝑗

)︂

1

1−𝑚𝑥
= 1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘
∑︁

𝑝1+2𝑝2+...+𝑘𝑝𝑘=𝑘

𝑘∏︁
𝑗=1

(︂
𝑝𝑗 + 𝑠𝑗 − 1

𝑝𝑗

)︂
Помiтимо, що праву частину можна переписати наступним чином:

1

1−𝑚𝑥
=

∞∏︁
𝑖=1

∞∑︁
𝑝𝑗=0

𝑥𝑖𝑝𝑗
(︂
𝑝𝑗 + 𝑠𝑖 − 1

𝑝𝑗

)︂

Як зазначено в [7],
∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝑛+ 𝑟 − 1

𝑛

)︂
𝑦𝑛 = (1− 𝑦)−𝑟. Якщо застосувати це

до нашого виразу, отримаємо наступне:

1

1−𝑚𝑥
=

∞∏︁
𝑖=1

(1− 𝑥𝑖)−𝑠𝑖

Прологарифмуємо:

𝑙𝑛(1−𝑚𝑥) = 𝑙𝑛

∞∏︁
𝑖=1

(1− 𝑥𝑖)𝑠𝑖

𝑙𝑛(1−𝑚𝑥) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖𝑙𝑛(1− 𝑥𝑖)

Вiзьмемо похiднi за 𝑥 i наведемо подiбнi:

−𝑚

1−𝑚𝑥
=

∞∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖
−𝑖𝑥𝑖−1

1− 𝑥𝑖

𝑚𝑥

1−𝑚𝑥
=

∞∑︁
𝑖=1

𝑖𝑠𝑖
𝑥𝑖

1− 𝑥𝑖
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∞∑︁
𝑛=1

𝑚𝑛𝑥𝑛 =
∞∑︁
𝑖=1

𝑖𝑠𝑖

∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑖𝑘

Правий ряд можна переписати наступним чином:

∞∑︁
𝑛=1

𝑚𝑛𝑥𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛
∑︁
𝑖|𝑛

𝑖𝑠𝑖

Звiдси маємо рiвнiсть коефiцiєнтiв ряду (для 𝑛 ∈ N):

𝑚𝑛 =
∑︁
𝑖|𝑛

𝑖𝑠𝑖

Застосувавши обернення Мьобiуса, отримуємо формулу Вiтта:

𝑠𝑖 =
1

𝑖

∑︁
𝑑|𝑖

𝜇(𝑑)𝑚
𝑖
𝑑

2.2. Приклад базису вiльної алгебри Лi

Нехай алфавiт складається з двох лiтер: {𝑎, 𝑏}. Розглянемо вiдповiдну

вiльну алгебру Лi i пiдрахуємо розмiрностi її пiдпросторiв рiзного порядку

за допомогою формули Вiтта.

Для перших трьох пiдпросторiв базиси складаються з усiх можливих не-

тривiальних дужок вiдповiдної довжини (з точнiстю до порядку елементiв

в дужках):

𝐿1 = 𝐿𝑖𝑛{𝑎, 𝑏} 𝑑𝑖𝑚(𝐿1) = 𝑠1 =
1

1

∑︁
𝑑|1

𝜇(𝑑)2
1
𝑑 = 2

𝐿2 = 𝐿𝑖𝑛{[𝑎, 𝑏]} 𝑑𝑖𝑚(𝐿2) = 𝑠2 =
1

2

∑︁
𝑑|2

𝜇(𝑑)2
2
𝑑 = 1

𝐿3 = 𝐿𝑖𝑛{
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
,
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
} 𝑑𝑖𝑚(𝐿3) = 𝑠3 =

1

3

∑︁
𝑑|3

𝜇(𝑑)2
3
𝑑 = 2
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Для пiдпростору елементiв четвертого порядку

[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
=
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑏
]︁
= −𝑎𝑎𝑏𝑏+ 2𝑎𝑏𝑎𝑏− 2𝑏𝑎𝑏𝑎+ 𝑏𝑏𝑎𝑎,

тому маємо два способи зiбрати з дужок базис:

𝐿4 = 𝐿𝑖𝑛{
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
,
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
,
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
} =

= 𝐿𝑖𝑛{
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
,
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
,
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑏
]︁
}

𝑑𝑖𝑚(𝐿4) =
1

4

∑︁
𝑑|4

𝜇(𝑑)2
4
𝑑 = 3

Оскiльки дужки п’ятого порядку можуть мiстити в собi

[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
=
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑏
]︁
,

а також

[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, [𝑎, 𝑏]

]︁
=

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑏

]︂
−
[︂[︁[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑏
]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂
i [︁[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑏
]︀
, [𝑎, 𝑏]

]︁
=

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑏
]︁
, 𝑏

]︂
−
[︂[︁[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑏
]︀
, 𝑏
]︁
, 𝑎

]︂
,

базис в 𝐿5 може бути представлений багатьма рiзними способами. Напри-

клад, так:

𝐿5 = 𝐿𝑖𝑛{
[︂[︁[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑎
]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂
,

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑏

]︂
,
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, [𝑎, 𝑏]

]︁
,[︁[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑏
]︀
, [𝑎, 𝑏]

]︁
,

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
, 𝑎

]︂
,

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
, 𝑏

]︂
}

Розмiрнiсть простору 𝐿5 знову можна отримати за формулою:

𝑑𝑖𝑚(𝐿5) =
1

5

∑︁
𝑑|5

𝜇(𝑑)2
5
𝑑 = 6



Роздiл 3

Базис Холла, його побудова i

використання у задачi однорiдної

апроксимацiї

3.1. Дерева Холла

Незважаючи на те, що ми отримали формулу для розмiрностi вiльної

алгебри Лi, ми не знаємо як побудувати в алгебрi базис. Для цього розгля-

немо поняття дерева Холла.

Розглянемо алфавiт 𝐴 i множину 𝑀(𝐴) бiнарних дерев, листям яких є

елементи алфавiту 𝐴. Порядком дерева називатимемо кiлькiсть його листя.

Кожне дерево, порядок якого бiльше одиницi може бути записане у виглядi

𝑡 = [𝑡′, 𝑡′′], де 𝑡′ та 𝑡′′ його праве те лiве пiддерево вiдповiдно. Також нехай

на множинi дерев 𝑀(𝐴) задано деяке вiдношення порядку ⪯. У роботi [8]

було запропоноване наступне означення:

Означення 3.1. Пiдмножину дерев 𝐻 ∈ 𝑀(𝐴) називають множиною

Холла, якщо вона мiстить алфавiт 𝐴 i для її елементiв 𝑡 = [𝑡′, 𝑡′′] виконую-

ться три наступнi властивостi:

1. 𝑡 ≺ 𝑡′′ для кожного 𝑡 = [𝑡′, 𝑡′′] порядку ≥ 2

2. 𝑡′ i 𝑡′′ належать до множини i 𝑡′ ≺ 𝑡′′

3. 𝑡′ є лiтерою або ж 𝑡′ = [𝑘′, 𝑘′′] i 𝑡′′ ⪯ 𝑘′′

14
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3.2. Приклад побудови множини Холла

У роботi [8] було наведено приклад такої множини. Розглянемо як її

можна було отримати.

Нехай алфавiт складається з двох лiтер: 𝐴 = {𝑎, 𝑏}, i нехай на породже-

нiй множинi бiнарних дерев встановлено деяке вiдношення порядку ⪯ таке,

що виконується умова 1 : 𝑡 ≺ 𝑡′′. Побудуємо дерева Холла до 5 порядку.

Нехай 𝑎 ≺ 𝑏.

(i) Деревами першого порядку будуть лiтери: 𝑎, 𝑏.

(ii) Дерев другого порядку в цьому випадку всього 4: [𝑎, 𝑎], [𝑎, 𝑏], [𝑏, 𝑎]

та [𝑏, 𝑏]. Але деревом Холла з них може бути тiльки [𝑎, 𝑏], адже воно

єдине задовiльняє умовi 2: 𝑎 ≺ 𝑏. Також таке дерево задовiльняє умовi

3: [𝑎, 𝑏]′ = 𝑎 - лiтера. Тодi [𝑎, 𝑏] є деревом Холла i, з умови 1, [𝑎, 𝑏] ≺

[𝑎, 𝑏]′′ = 𝑏, тобто:

[𝑎, 𝑏] ≺ 𝑎 ≺ 𝑏

або 𝑎 ≺ [𝑎, 𝑏] ≺ 𝑏,

але не 𝑎 ≺ 𝑏 ≺ [𝑎, 𝑏].

Покладемо у нас [𝑎, 𝑏] ≺ 𝑎 ≺ 𝑏

(iii) Знайдемо дерева Холла порядку 3. Умова 2 виконується для двох еле-

ментiв:
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
i
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
.

Елемент
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
задовольняє умову 3, оскiльки

[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀′′
= 𝑎 ⪯ 𝑏 =

(︀[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀′)︀′′
.

З умови 1:
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
≺ 𝑎
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Елемент
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
задовольняє умову 3, оскiльки

[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀′′
= 𝑏 ⪯ 𝑏 =

(︀[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀′)︀′′
.

З умови 1:
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
≺ 𝑏

Покладемо
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
≺ [𝑎, 𝑏] ≺

[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
≺ 𝑎 ≺ 𝑏.

(iv) Знайдемо дерева Холла порядку 4. Щоб перебрати усi дерева, для

яких виконується умова 2, фiксуватимемо лiве пiддерево i перебира-

тимемо всi правi пiддерева, якi за вiдношенням порядку бiльшi лiвого

пiддерева i в сумi дають потрiбний порядок. Отримали чотири еле-

менти:
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
,
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑏
]︁
,
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
i
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁

Елемент
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
задовольняє умову 3, оскiльки

[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁′′

= 𝑎 ⪯ 𝑎 =
(︁[︁[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑎
]︀
, 𝑎
]︁′)︁′′

.

З умови 1:
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
≺ 𝑎.

Елемент
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑏
]︁
не задовольняє умову 3, оскiльки

[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑏
]︁′′

= 𝑏 ̸⪯ 𝑎 =
(︁[︁[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑎
]︀
, 𝑏
]︁′)︁′′

.

Вiн не буде деревом Холла.

Елемент
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
задовольняє умову 3, оскiльки

[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁′′

= 𝑎 ⪯ 𝑏 =
(︁[︁[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑏
]︀
, 𝑎
]︁′)︁′′

.

З умови 1:
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
≺ 𝑎.
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Елемент
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
задовольняє умову 3, оскiльки

[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁′′

= 𝑏 ⪯ 𝑏 =
(︁[︁[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑏
]︀
, 𝑏
]︁′)︁′′

.

З умови 1:
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
≺ 𝑏.

Покладемо
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
≺

[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁

≺ [𝑎, 𝑏] ≺
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁

≺[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
≺ 𝑎 ≺

[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
≺ 𝑏 .

(v) Щоб знайти дерева Холла порядку 5 використаємо алгоритм з попе-

реднього пункту. Дерева, для яких виконується умова 2:[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, [𝑎, 𝑏]

]︁
,

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂
,

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑏

]︂
,
[︁
[𝑎, 𝑏],

[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀]︁
,[︂[︁[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑏
]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂
,

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑏

]︂
,

[︂
𝑎,
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁]︂

,

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
, 𝑏

]︂
Перевiримо для них умову 3.

Елемент
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, [𝑎, 𝑏]

]︁
задовольняє умову 3, оскiльки

[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, [𝑎, 𝑏]

]︁′′
= [𝑎, 𝑏] ⪯ 𝑎 =

(︁[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, [𝑎, 𝑏]

]︁′)︁′′
.

З умови 1:
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, [𝑎, 𝑏]

]︁
≺ [𝑎, 𝑏].

Елемент

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂
задовольняє умову 3, оскiльки

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂′′
= 𝑎 ⪯ 𝑎 =

(︁[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂′)︁′′
.

З умови 1:

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂
≺ 𝑎.
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Елемент

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑏

]︂
не задовольняє умову 3, оскiльки

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑏

]︂′′
= 𝑏 ̸⪯ 𝑎 =

(︁[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑏

]︂′)︁′′
.

Вiн не буде деревом Холла.

Елемент
[︁
[𝑎, 𝑏],

[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀]︁
задовольняє умову 3, оскiльки

[︁
[𝑎, 𝑏],

[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀]︁′′
=
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
⪯ 𝑏 =

(︁[︁
[𝑎, 𝑏],

[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀]︁′)︁′′
.

З умови 1:
[︁
[𝑎, 𝑏],

[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀]︁
≺
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
Елемент

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂
задовольняє умову 3, оскiльки

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂′′
= 𝑎 ⪯ 𝑎 =

(︁[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂′)︁′′
.

З умови 1:

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂
≺ 𝑎.

Елемент

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑏

]︂
не задовольняє умову 3, оскiльки

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑏

]︂′′
= 𝑏 ̸⪯ 𝑎 =

(︁[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑏

]︂′)︁′′
.

Вiн не буде деревом Холла.

Елемент

[︂
𝑎,
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁]︂

задовольняє умову 3, оскiльки

[︂
𝑎,
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁]︂′

= 𝑎

є лiтерою.

З умови 1:

[︂
𝑎,
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁]︂

≺
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
.
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Елемент

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
, 𝑏

]︂
задовольняє умову 3, оскiльки

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
, 𝑏

]︂′′
= 𝑏 ⪯ 𝑏 =

(︁[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
, 𝑏

]︂′)︁′′
.

З умови 1:

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
, 𝑏

]︂
≺ 𝑏.

Покладемо[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂
≺

[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, [𝑎, 𝑏]

]︁
≺
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
≺
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
≺

≺ [𝑎, 𝑏] ≺
[︁
[𝑎, 𝑏],

[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀]︁
≺
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
≺
[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
≺

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑎

]︂
≺

≺ 𝑎 ≺
[︂
𝑎,
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁]︂

≺
[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
≺

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀
, 𝑏
]︁
, 𝑏

]︂
≺ 𝑏 .

Цей процес можна продовжувати далi.

Слiд зазначити, що на момент перевiрки умови 3 для елемен-

та

[︂[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑏

]︂
вже було вiдомо, що деревом Холла є елемент[︁[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑎
]︀
, [𝑎, 𝑏]

]︁
, який має те саме листя

𝑓
(︁[︂[︁[︀

[𝑎, 𝑏], 𝑎
]︀
, 𝑎
]︁
, 𝑏

]︂)︁
= 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏 = 𝑓

(︁[︁[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑎

]︀
, [𝑎, 𝑏]

]︁)︁
.

Тодi, за теоремою 2.3, яка наведена у роботi [8] i стверджує, що два дерева

Холла не можуть мати однакове листя, елементи не можуть одночасно бути

деревами Холла. Тобто умову 3 можна було не перевiряти.

3.3. Базис Холла

Базис Холла можна розглядати як частковий випадок множини Холла.

З цього випливає, що базис Холла володiє усiма властивостями множини

Холла.
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Означення 3.2. Послiдовнiсть {𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, ...} елементiв вiльної алгебри

Лi називають базисом Холла, якщо для неї виконуються наступнi власти-

востi:

1. Першими 𝑚 її членами є алфавiт {𝜂1, 𝜂2, ..., 𝜂𝑚}

2. Якщо порядок елементiв 𝑜𝑟𝑑(𝑙𝑚) < 𝑜𝑟𝑑(𝑙𝑛), то 𝑚 < 𝑛

3. Елемент [𝑙𝑚, 𝑙𝑛] належить до базису якщо 𝑙𝑚 i 𝑙𝑛 належать до базису i

𝑚 < 𝑛

4. Елемент [𝑙𝑚, 𝑙𝑛] належить до базису якщо 𝑙𝑛 є лiтерою або ж 𝑙𝑛 = [𝑙𝑝, 𝑙𝑞]

i 𝑝 ≤ 𝑚

В роботi [4] було доведено, що базис Холла дiйсно є базисом вiльної ал-

гебри Лi. Щоб побудувати базис Холла можна використовувати алгоритм,

наведений для дерев Холла.

3.4. Базис вiльної алгебри Лi в задачi одно-

рiдної апроксимацiї

Базис Холла може бути використаний для побудови однорiдної апрокси-

мацiї керованої системи, яка розглядається в роботi [12].

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖,

де 𝑋𝑖 - векторнi поля,

𝑢 ∈ 𝐵𝜃 = {𝑢(𝑡) = (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡), . . . , 𝑢𝑚(𝑡)) : |𝑢𝑖(𝑡)| ≤ 1}.
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Також у роботi [12] вводиться оператор, що керуванню ставить у вiдповiд-

нiсть кiнець траєкторiї системи, що почалася в нулi

ℰ(𝜃, 𝑢) = 𝑥(𝜃), 𝑢(𝑡) ∈ 𝐵𝜃.

Можна показати, що оператор допускає розкладання в ряд Флiсса:

ℰ(𝜃, 𝑢) =
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑖𝑟∈{1,2,...,𝑚}

𝑐𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑘𝜂𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑘(𝜃, 𝑢),

де

𝜂𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑘(𝜃, 𝑢) =

∫︁ 𝜃

0

∫︁ 𝜏1

0

· · ·
∫︁ 𝜏𝑘−1

0

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑢𝑖𝑗(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘 . . . 𝑑𝜏1

- iтерованi iнтеграли,

𝑐𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑘 = 𝑋𝑖𝑘 ∘𝑋𝑖𝑘−1
∘ · · · ∘𝑋𝑖1 ∘ 𝐸(0)

- векторнi коефiцiєнти.

Розглянемо алгебру Лi 𝐿, породжену комутатором [𝑙1, 𝑙2] = 𝑙1𝑙2 − 𝑙2𝑙1

на елементах {𝜂1, 𝜂2, ..., 𝜂𝑚} як на алфавiтi. Розкладення вище ставить у

вiдповiднiсть кожному 𝜂𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑘 коефiцiєнт 𝑐𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑘 . Позначимо таку вiдпо-

вiднiсть функцiєю 𝑐(𝜂𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑘) = 𝑐𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑘 .

В процесi побудови апроксимацiї, наведеному у роботах [11, 12], зустрi-

чається необхiднiсть будувати коефiцiєнти вiд базисних елементiв вiльної

алгебри 𝐿. Для цього в алгоритмi для кожного пiдпростору 𝐿𝑘 перебираю-

ться 𝑚𝑘 дужок вигляду
[︁
𝜂𝑖1,

[︀
𝜂𝑖2, . . . [𝜂𝑖𝑘−1

, 𝜂𝑖𝑘] . . .
]︀]︁
, з яких беруться тiльки

лiнiйно незалежнi, вiд яких потiм обчислюються коефiцiєнти 𝑐([𝜂𝑖1, . . . ]).

Об’єм обчислень можна скоротити, якщо замiсть цього будувати коефiцi-

єнти вiд елементiв базису Холла, яких, як було показано, значно менше

нiж 𝑚𝑘. Самi елементи базису Холла можна отримувати з алгоритму, на-

веденого для дерев Холла.
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Також в статтях [11, 12] наведено посилання на програмну iмплемента-

цiю цього алгоритму: https://github.com/ViktorRusakov/happy-control.

Iнтеграцiю в програму використання базису Холла варто розпочати з уза-

гальнення функцiї lie_bracket(element_1, element_2), яка приймає як ар-

гументи два рядки, у яких зображено елементи алгебри, i повертає рядок,

що зображує дужку Лi вiд цих елементiв. Оскiльки в програмi розглядаю-

ться дужки вигляду
[︁
𝜂𝑖1,

[︀
𝜂𝑖2, . . . [𝜂𝑖𝑘−1

, 𝜂𝑖𝑘] . . .
]︀]︁
, другий аргумент функцiї

повинен бути словом. У зв’язку з тим, що в базисi Холла зустрiчаються еле-

менти вигляду
[︁
[𝑎, 𝑏],

[︀
[𝑎, 𝑏], 𝑏

]︀]︁
, в яких обидва аргументи не є словами, нам

знадобиться функцiя, що може приймати як аргументи будь-якi елементи.

Далi функцiю get_basis_lie_elements(max_order) можна замiнити iншою,

що перебиратиме пари елементiв нижчих порядкiв, перевiрятиме для дуж-

ки вiд них умови належностi до базису Холла i, якщо вони виконуються,

пiдраховуватиме та додаватиме новi елементи до базису. Зазначимо, що

тепер для кожного елементу базису окрiм рядку, що зображує його як лi-

нiйну комбiнацiю слiв, доведеться зберiгати посилання на елементи, з яких

було утворено цей елемент, для перевiрки їх впорядкованостi.

https://github.com/ViktorRusakov/happy-control


Висновки

У роботi була розглянута керована система без зсуву, нелiнiйна за

координатами та лiнiйна за керуванням.

Одним з пiдходiв в дослiдженнi таких систем є застосування вiльних

алгебри Лi та алгебр Лi векторних полiв. Їх алгебраїчнi властивостi мо-

жуть бути використанi для визначення керованостi та побудови однорiдної

апроксимацiї керованих систем без зсуву.

В роботi було наведено визначення вiльних алгебр Лi, алгебр Лi вектор-

них полiв, дерев та базису Холла, пов’язаних з цим понять, декiлька теорем

та прикладiв. Також в роботi було отримано формулу Вiтта для розмiрностi

вiльної алгебри Лi, розглянуто алгоритм побудови базису Холла i запропо-

новано його використання для побудови однорiдної апроксимацiї.
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